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 第 8 章 环与域 
   
     前面我们讨论了群的基本性质．现在我们将讨论具有两种运算的代数系环与域．环与域

的概念对我们来讲并不陌生．在高等代数里我们已经介绍过环与域的实例整数环、实数域、复

数域等．可见环与域这两个概念的重要性．在这一章里，我们将讨论一般的抽象环与域的基本

概念及其最基本的性质，并且分析几种重要的环与域． 
环为带两种运算的代数体系，比群复杂，但在环论中有关问题的研究及处理问题的方法

与群论中有许多相似之处． 
 
 

§1   环的定义 
 
我们熟悉的群论里的多数群的代数运算习惯上称为乘法．实际上运算的称呼并不重要，

重要的是群或者其它代数体系关于这种运算的结构与性质．但是在环中有两种不同结构的运

算，为了区分这两种运算，需要给出这两种运算的不同称呼．另外，环的其中一个运算与我们

习惯的数的加法运算结构相似．因此我们称这个运算为加法运算．而另外一个运算我们称之为

乘法运算． 
定义 1   一个交换群叫做一个加群，我们把这个群上的代数运算叫做加法，并且用符号+

来表示． 
有了加法的定义，相应的许多与符号相关的表示及计算规则的形式也要相应改变． 

（１） 由于加群的加法适合结合律， n 个元 naaa ,,, 21 " 的和有意义，这个和我们用 

下面符号来表示 

n

n

i
i aaaa +++=∑

=

"21
1

． 

当 n 是正整数时， na 表示 n 个 a 的和． 
（２） 加群的单位元称为零元，记为 0．显然对任意的 a 都有 

aaa =+=+ 00 ． 
     值得强调的是这里的 0 表示加群中的单位元，和整数中的0 是不同的． 

（3） 元 a 的唯一的逆元用 a− 表示，叫做 a 的负元．显然 aa =−− )( ．将 )( ba −+ 简

写成 ba − ，习惯上称为 a 减b ． 
有了负元的定义及“减”的定义，当 n 为任意整数时， na 有了定义．特别地，当 n 为负

数时， na 表示 || n 个 a− 的和．下列的规定是合理的． 

定义整数与加群中的元的乘法 
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naan =⋅ ， )()( naan −=− ， 

当 0=n 时， 00 =a ． 
     注：左边的 0 为整数中的 0，而右边的零为加群中的零元． 

在新的符号下，加群的一个非空子集 S 作成一个子群的充分必要条件是 

.,, SaSaSbaSba ∈−⇒∈∈+⇒∈  

或是 

SbaSba ∈−⇒∈, ． 

有了加群及上述符号的定义，我们给出环的定义． 

定义 ２ R 是一个非空集合，其上有两个运算：加法 )(+ 和乘法 )(∗ ，如果这些运算满足 

     1． ),( +R 是一个加群，即 ),( +R 对于叫加法的代数运算作成一个交换群． 

     2． ),( ∗R 对于另一个叫做乘法的代数运算构成半群，即对于运算 )(∗ 具有封闭性与满足

结合律，对于任意的 Rcba ∈,, 有 

,Rab∈   cabbca )()( = ， 

3 乘法的左右分配律成立，即对于任意的 Rcba ∈,, 有 

cabaacbacabcba +=++=+ )(,)( ，． 

称 ),,( ∗+R 是一个环．并把这个环记为 R ． 

    在环的定义中，我们将乘法运算符省略，即将 ba ∗ 简记为 ab ． 
在介绍环的其他代数性质之前，我们先熟悉一下环的关于两种运算的一些运算律，这些

算规则表现在整数环中都是大家所熟悉．证明留给读者自己补出． 
1. 加法消去律成立： 

cbcaba =⇒+=+ ． 
特别地， 

0=⇒=+ xaax ， axax −=⇒=+ 0 ． 

    2.  对任意的 Zn∈ 有， nbnaban +=+ )( ． 

    3.  对任意的 Znm ∈, 有， anmnama )( +=+ ． 

    4.  对任意的 Znm ∈, 有， amnnam ⋅=⋅ ． 
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    5.  对任意的 Ra∈ 有， 000 == aa ，其中 0 均为R  中零元． 

    6.  对任意的 Rba ∈, 有， )()( baabba −=−=− ． 

7.  对任意的 Rba ∈, 有， abba =−− ))(( ． 

    8.  对任意的 Rcba ∈,, 有， cabaacbacabcba −=−−=− )(,)( ． 

    ９．对任意的 Zn∈ 有， )()()( abnnbabna == ． 

最后，我们定义a 的 n 次方的定义．环 R 中，
na 表示 

��个n

n aaaa ⋅⋅=  
显然 

nmmn aaa +=⋅ ，   mnmn aa =)( ． 

下面我们通过几个例子熟悉一下环的定义： 
例 1 全体整数所成集合 Z 对于数的加法，乘法作成一个环．元素为整数的一切 n 阶方阵

所成集合 nZ )( 关于方阵的加法和乘法作成一个环．同样， nnn CRQ )(,)(,)( 关于方阵的加法与

乘法都作成环．一般的设 A是任一数环， nA)( 也作成一个环，叫做 A上的 n 阶方阵环． 

例 2 模n 的剩余类对于模 n 的加法和模 n 的乘法成为一个环． 

解 }1,,2,1,0{ −= nZn " ； 

（1） 前面已经证明对于模 n 加法 nZ 构成一个交换群． 

（2） nZ 对模 n 乘法是闭的． 

（3） 结合律，分配律显然成立． 

例 3 设 ),( +G 是一个加法群， ),( GGHomE = 表示G 到G 的一切自同态组成的集合．容

易证明 ),( DE 是一个乘法半群， D为映射的合成． 

对任意 Egf ∈, ，规定 

Gxxfxfxgf ∈∀+=+ ),()())(( ， 

下面证明这样规定的加法是 E 的一个二元运算，即证 Egf ∈+ ． 
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首先 gf + 是 E 到 E 的一个映射，且任取 ,, 21 Gxx ∈  

)()())(( 212121 xxgxxfxxgf +++=++  

           ))()(())()(( 2121 xgxgxfxf +++=  

        ))(())(( 21 xgfxgf +++=  

故 gf + 是G 到G 的一个同态映射，从而 Egf ∈+ ． 

可证 ),( +E 是一个加法群，且乘法“ D”对加法的左右分配律都成立，从而 ),,( D+E 作成

一个环，这个环叫做加群G 的自同态（对应）环． 
 
  

§2 整环、域、除环 
       

就像群论一样，给定群的概念，讨论满足各种附加条件的群是极其重要的，如交换群，循

环群等．同样，对于环我们也要讨论各种满足其它附加性质的各类环的定义．一般来讲，环的

种类有很多，我们主要侧重于满足一些常见重要性质的环．这些重要的特性主要针对环的乘法

而言如交换律、消去律、存在逆元、存在单位元等，对应于各种不同的性质，可以定义各种特

殊环的定义如整环、除环、域等． 
    在介绍这些特殊的环：整环、除环、域之前，首先给出与乘法运算有关的一些概念（即运

算规律）． 
    我们考虑的第一个运算规律即乘法的交换律．在环定义里我们没有要求环的乘法适合交换

律，所以在—个环里 ab 未必等于ba ．但一个环的乘法可能是适合交换律的，如所有的数环（整

数环、有理数环、实数环、负数环）． 

    定义 1  一个环R 叫做一个交换环，若对任意的 Rba ∈, 都有 

baab = ． 

    易证，在一个交换环里，对于任何正整数 n 以及环的任意两个元 ba, 来说，都有 

nnn abba )(=⋅ ． 

定义 2 一个环 R 的—个元 e叫做一个单位元，若对任意的 Ra∈ 都有 
aaeea == ． 

     一般地，一个环未必有单位元．事实上，一个环也可以仅含有左单位元或仅含有右单位

元，但两者都存在时一定相等．这儿我们仅讨论那些含有单位元的环．在存在单位元的环中，

单位元在环中往往占有很重要的地位．  
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同半群一样，如果 R 是含有单位元的环，则单位元唯一．习惯上，常用１来表示这个唯一

的单位元．当然环中的１不是普通的整数１． 
在含有单位元的环中可以规定一个非零元的零次方，即任意 Ra∈ 且 0≠a  

10 =a ．  

    例 1  若R 只包括一个 a ，加法和乘法是 
aaaaaa ==+ , ． 

    R 显然是—个环．这个环 R 的唯一的元 a 有一个逆元，就是a 本身（因为a 本身就是 R 中

的单位元）．因此在 R 中，零元等于单位元． 
  如同半群一样，如果环含有单位元，我们可以相应的定义逆元的概念． 

定义 3  一个有单位元环的—个元b 叫做元 a 的一个逆元，假如 
ebaab == ． 

记 a 的逆元为
1−a ． 

一般我们考虑的环 R 至少有两个元．这时 R 至少有—个不等于零的元 a ．由 aa ≠= 00 ，

知零元不会是 R 的单位元．再由任意的 00, =∈ aRa ，知零元不会有逆元．同样，跟半群一

样，如果一个元 Ra∈ 有逆元，则逆元唯一．当然一个元a 未必有逆元．同样一个元也可以仅

有左逆元或右逆元，但若两个都存在时一定相等．我们仅讨论两者都存在且相等的元素，即具

有逆元的元素． 
    整数环是一个有单位元的环，但除了 1± 以外，其他的整数都没有逆元． 
    消去律对于一个带有运算的集合来讲是一个很重要的性质．由于消去律与零因子存在密切

的关系，因此在描述消去律之前，首先给出零因子的概念． 

定义  4  若是在一个环里，如果满足： 0,0 ≠≠ ba 但 

0=ab ， 
则称 a 是这个环的一个左零因子，b 是一个右零因子． 
    一个环若是交换环，一个左零因子也是一个右零因子．但在非交换环中，一个零因子未必

同时是左也是右零因子． 
一个环当然可以没有零因子，比如整数环．显然在而且只在一个没有零因子的环里式 

             000 ==⇒= baab 或                    （1） 
才会成立．    

例 2 一个数域 F 上一切 nn× 阶矩阵对于矩阵的加法和乘法来说，做成一个有单位元的

环．当 2≥n 时，这个环是非交换环，并有零因子． 
零因子存在不存在同消去律成立不成立也有密切关系． 

    定理 1  无零因子环R 两个消去律都成立，即 
0≠a ， cbacab =⇒= ， 
0≠a ， cbcaba =⇒= ． 

反过来，在一个环里如果有一个消去律成立，那么这个环没有零因子． 
证明  假定环 R 没有零因子．因为 
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( ) 0ab ac a b c= ⇒ − = ． 

在上述假定之下 
0≠a ， cbcbacab =⇒=−⇒= 0 ． 

同样可证 

cbcabaa =⇒=≠ ,0 ． 

这样在 R 里两个消去律都成立． 
    反过来，假定在环 R 里第一个消去律成立．因为 

00 aabab =⇒= ． 
在上述假定之下， 

00,0 =⇒=≠ baba ． 

这就是说 R 没有零因子．第二个消去律成立的时候情形—样．得证． 
推论  在一个环里如果有一个消去律成立，那么另一个消去律也成立． 

在模素数 p 的剩余类环中，对任意的元素 a ，有 0=ap ；一般地，在环 R 中，环 R 的元

构成一个加群，对加群中每个非零元a 来说，（1）式的成立与否由a 在加群中的阶是否有限决

定． 
然而，在无零因子环中，由于（1）式成立，易知所有非零元的阶是相同的，为此先给出

阶的定义． 
定义 5  一个无零因子环 R 的非零元相同的阶（相对于加法）叫做 R 的特征． 
定理 2   若无零因子环 R 的特征为有限整数 n ，则 n 为素数． 
证明  若n 不是素数 

bnanabn |,|, //= ， 

那么对环 R 里的非零元 x 来说 

 0≠ax ， 0≠bx ，但 0))(( 22 === nxabxbxax ， 

这就是说（1）式在 R 里不成立．矛盾．               
    以上介绍了一个环可能存在的四种特性乘法交换律，单位元，逆元，无零因子．下面给出

适合上述全部条件或者部分条件的特殊环的定义． 
定义 6  一个环 R 叫做整环，假如满足 

    （1）   乘法适合交换律；  
    （2）   R 有单位元 e；  
    （3）   R 没有零因子． 

  简单说，整环就是有单位元而没有零因子的交换环．整环满足上述描述的三个特性．对于

另外一个特性-逆元，整环不一定成立．如整数环是一个整环，但有的元素不存在逆元． 现在

我们给出具有上述所有特性的环——域的概念． 
  定义 7  —个至少含有两个元素的环 R 叫做域，假如 
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  1  R 是交换环； 
    2．R 有一个单位元； 

  3．R 的每一个不等于零的元有—个逆元．         
习惯上，记域R 为 F ．显然 F 的每一个不等于零的元有—个逆元就意味者 F 无零因子．因

此域满足四个特性． 

  若 *F 表示域中所有的非零元，由域的定义知 ),( * •F 构成群．因此域的定义等价于下列定

义． 
  定义７＇  —个至少含有两个元素的环 F 定义了两种运算“+”与“•”，如果 

  1 ),( +F 为一个可换加群． 

  2 ),( •∗F 为可换乘群． 

  则 F 为域． 
域的实例很多，如全体有理数的集合、全体实数、全体复数按普通意义下的加、乘运算构

成域，这就是我们熟知的有理数域、实数域与复数域． 
例 3 假定 F 是一个有 4 个元的域，则 
1． F 的特征是 2； 

2． F 的不是 0 或 1 的两个元满足方程 12 −= xx ． 

证明  F 作为加群是有限的，所以其特征为素数 p ，并且当然有 4|p ，所以 1 成立． 

设 F 的其它两个元是 1x ， 2x ，因为 ),( •∗F 为可换乘群，故
∗∈ Fxx 21 ，而且 1x ， 2x 都

不是 1，故 121 =xx ．另一方面， ),( +F 为一个特征是 2 的加群，故又有 121 =+ xx （考虑为

什么不为 0），于是 1x ， 2x 是方程 012 =+− xx 的两个根． 

  另外还有一种特殊的环是除环（或者称为体），这种环除了不一定满足交换律外，均满足

域的其它特性．具体定义如下： 
  定义 8  —个至少含有两个元素的环 R 叫做除环，假如 

    1．R 有一个单位元． 
  2．R 的每一个不等于零的元有—个逆元．         

    在一个除环 R 里，方程 

bax =  和 bya =     )0,,( ≠∈ aRba  

各有一个唯一的解，分别记为 ba 1−
和

1−ba ．在一个除环里， ba 1−
未必等于

1−ba ． 

    但在域中，
11 −− = baba ． 记 11 −− = baba =

a
b
，这时我们就可以得到类似于数的商的计算． 
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（1） 
d
c

b
a
= ，当而且只当 bcad = 的时侯． 

（2） 
bd

bcad
d
c

b
a ±

=± ． 

（3） 
bd
ac

d
c

b
a

= ． 

（4）  
bc
ad

d
c

b
a

= ． 

我们只证明（1） 

bcad
d
cbd

b
abd

d
c

b
a

=⇒=⇒=  

并且因为消去律在一个域内成立(域无零因子)， 

bcad
d
cbd

b
abd

d
c

b
a

≠⇒≠⇒≠ ． 

（2）、（3）个式子的成立也只要两边用bd 一乘就可以看出． 
（4）是很自然的． 

例 4   设R 是一个有单位元 1 的有限整环，则 R 是一个域． 

证明 任取
∗∈ Ra ，只需证

1−a 存在．考虑 R 到 R 的映射 

axxf 6: ， 

此处 x 是 R 的任意元，由于 R 中消去率成立，故 

2121 axaxxx ≠⇒≠ ． 

设 R 含有 n 个元，则 

}|{)( AxaxRf ∈=  

也含有 n 个元．故 RRf =)( ，即 f 是双射．从而存在 Rx∈ 满足 1=ax ，即
1−= ax ． 

 例 5  当 p 是素数时，模 p 的剩余类环 pZ 是一个域． 

证明 易知 pZ 是一个含有 p 个元的交换环，且有单位元 1 ．如果证明 pZ 不含零因子，

那么 pZ 是一个有限整环，从而是一个域． 

设 a 是 pZ 的一个零因子，于是存在 ,0, ≠∈ bZb p  0=ba ． 因 0≠b ， 所以

bp |/ ．又 ,0=ab  故 
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0|| =⇒⇒ aapabp ． 

这就是说 pZ 的零因子a 只有 0，从而 pZ 是一个整环． 

例6 {=F 所有实数 baba ,(,3+ 是有理数）}，证明 F 对普通加法和乘法来说是一个域． 

证明 （1）首先证明 F 对于数的加乘运算封闭对任意 Fbaba ∈++ 3,3 2211 ， 

Fbbaababa ∈+++=+++ 3)()()3()3( 21212211 ， 

Fbababbaababa ∈+++=++ 3)()3()3)(3( 122121212211 ， 

所以 F 对乘法和加法运算是封闭的． 
（2）容易验证， F 满足乘法和加法结合律，分配律． 
（3）加法单位元为0 ，乘法单位元为1． 

（4）任意的 Fba ∈+ 3 ，加法逆元为 ),3( ba +− 乘法逆元为 )3()3( 22 baba −− ，

所以 F 对加法构成群， *F 对乘法构成群． 

容易看出 ),( +F 和 )*,( ×F 都为可换群，所以 F 为域． 

§3 子环、理想、环的同态 
     
    给定环 R 的定义，本节将讨论给定环的一个子集 S 关于环 R 的加、乘运算也构成环的充

要条件．给定一个子环 S ，子环关于加法构成 R 的子加群，因此环 R 关于子加群的陪集在同

样的加、乘运算下也构成一个环-商环，这样的子环称为理想．另外，如同群论一样，我们还

将讨论在环同态的条件下，商环和理想的关系．所有这一切即为本节描述的内容． 
    首先给出子环的定义． 
    定义 1  一个环 R 的一个子集 S 叫做 R 的一个子环，假如 S 本身对于 R 的代数运算来说

作成一个环． 
    一个除环 R 的一个子集 S 叫做 R 的一个子除环，假如 S 本身对于 R 的代数运算来说作成

—个除环． 
    同样，我们可以规定子整环．子域的概念． 
    定理  1   一个环R 的非空子集 S 作成一个子环的充要条件是 

SabSbaSba ∈∈−⇒∈ ,, ． 

    证明留作习题． 

  R  本身也是 R  的一个子环，此外， R 中仅含有一个零元的子集 }0{ 也是 R 的一个子

环．故任一环至少有两个子环． 
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例 1 模 6 剩余类环 }5,4,3,2,1,0{6 =Z ，子环为 }0{ ， }4,2,0{ ， }3,0{ ， 6Z ． 

作为练习，留给读者自己证明 R 的两个子环 21 , SS 的交集 21 SS ∩ 是 R 的一个子环．一般

的，设 BS ∈αα }{ 是 R 的子环的族，则 α
α

S
B∈
∩ 也是 R 的子环． 

任取 R 的一个非空子集T ，则 R 中总存在子环含有T ，例如 R 本身就是这样的一个子环，

命 }{ BS ∈αα 是 R 中含有T 的所有环的族，于是 α
α

S
B∈
∩ 是 R 的含有T 的最小子环，称这个子

环为T 生成的子环，通常记为 ][T ． 

设 F 是一个域，S 是 F 的一个非空子集，则 F 中含有 S 的所有子域的交集是 F 的一个子

域，这是 F 中含有 S 的最小子域，称之为 F 中 S 生成的子域． 

设 S 是域 F 的一个子环，则 F 中 S 生成的子域恰好由一切形如
1−ab 的元所组成，此处

Sba ∈, ， 0≠b ． 

    例 2  一个环 R 的可以同每一个元交换的元作成一个子环 I ，这个子环叫做 R 的中心． 

证明 只需证任意的 Iyx ∈, ，有 

Iyx ∈− ， Ixy∈ ． 

而对任意 Ra∈ ， 

)()( yxaayaxyaxaayx −=−=−=− ； 

)()()()( xyayxaayxaxy === ． 

所以 I 构成环． 
    显然，一个环的中心是一个交换子环．并且，当 R 为除环时， R 的中心是一个交换的除

环，即一个域． 

    显然子环 S 关于加法构成的子加群 ),( +S 为加群 ),( +R 的不变子加群．由此知子加群

),( +S 的陪集关于陪集的加运算构成加商群．现在我们考虑的一个问题是，如何定义这个加商

群的另一运算-乘运算，使之构成环．首先介绍一个相关的概念-理想．理想是一种特别重要的

子环，这种子环在环论里的地位如同不变子群在群论里的地位． 
    定义 2  环R 的一个非空子集 A叫做一个理想子环，简称理想，假如 

(1)    AbaAba ∈−⇒∈, ， 
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(2)  AarraRrAa ∈⇒∈∈ ,, ． 

    由(1)知理想 A是一个加群；由(2)知 A对于乘法来说是闭的，所以理想一定是子环．一个

环至少有以下两个理想：    
    1．只包含零元的集合，这个理想叫做 R 的零理想； 
    2．R 本身为 R 的理想． 
除了以上两种理想，其它的理想称为真理想． 

  例 3  除环没有真理想． 

    证明   假定 A是 R 的一个理想而 A不是零理想．那么 Aa∈≠0 ，由理想的定义，

Aaa ∈=− 11
，因而 R 的任意元 ABB ∈⋅= 1 . 这就是说， RA = ．证完． 

    因此，理想这个概念对于除环或域没有多大用处． 
  定义 3   设 R 是一个环， Ra∈ ， R 中含 a 的最小理想叫做 a 生成的一个主理想，用符

号 )(a 表示． 

设 R 是任意环，命 A表示 R 中一切如下形式的元素的集合 

                    ∑ +++ naatsaayx ii ，                      （1） 

此处 a 是从 R 中取定的元素， tsyx ii ,,, 是 R 的任意元， Zn∈ ，则 A作成 R 的一个理想． 

这是因为，任意 Ayx ∈, ，则 yx − 仍可表成（1）的形式，并且任取 Rr∈ ， 

Anaatsaayxy ii ∈+++= ∑ ， 

则 

∑ +++= anrratarsayrxry ii )()()( ， ∑ +++= )()( nrtrasarryaxyr ii  

都是（1）的形式，故 Ayrry ∈, ．即 A是 R 的一个理想． 

下证 A是 R 中包含 a 的最小理想，首先，A是含有 a 的一个理想，其次，设 B 是 R 中含a

的一个理想，则对任意 ,,,, tsyx ii  

Bnaatsaayx ii ∈+++∑ ， 

故 BA ⊆ ． 

在一些特殊环中， 一个主理想 )(a 的元的形式可以简化．如当 R 是交换环时, )(a 的元

显然都可以写成 
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nRrnara ,( ∈+ 是整数) 

的形式．当 R 有单位元的时候, )(a 的元都可以写成 

∑ ii ayx ),( Ryx ii ∈  

的形式, 因为这时 .)(,, aenenaeatatsaesa ===  当 R 既是交换环又有单位元的时候, 

)(a 的元可以写成 

ra )( Rr∈  

的形式． 

容易证明，R 的两个理想 A，B 的交集 BA∩ 仍是 R 的一个理想．一般的，设 BaaA ∈}{ 是

R 的理想的非空集合，则∩
Ba

aA
∈

}{ 仍是 R 的理想．取T 是 R 的任一非空子集，命 }{ aA 表示 R

中一切包含T 的理想（这样的理想一定存在，例如R 就是其中之一），和子环的情形类似，我

们称理想∩ }{ aA 为 R 中T 生成的理想，用符号 )(T 表示．特别，当 }{aT = 时， )(T 即 a 生成

的主理想．当 },,,{ 21 naaaT "= 时， )(T 记为 ),,,( 21 naaa " ． 

一个很自然的问题是 )(T 由 A中哪些元素所组成．容易证明 

}),(|{)( ∑ ∈∈= TttxxT iiii ． 

设 

A }),(|{∑ ∈∈= Tttxx iiii ， 

显然 A是一个理想，且 AT ⊆ ，故 AT ⊆)( ． 

另一方面，对任意 Tti ∈ ， )()( Tti ⊆ ，故∑ ∈ )(Txi ，此处 )( ii tx ∈ ，于是，有 TA ⊆ ，

即 AT = ． 

例 4    假定 [ ]R x 是整数环 R 上的一元多项式环，证明理想 ),2( x 不是主理想． 

证明  因为 ][xR 是有单位元的交换环，所以 

            ])[)(),(|)()(2{),2( xRxgxfxxgxfx ∈+=              （2） 
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从而          

}0,|2{),2( 10 ≥∈+++= nRaxaxaax i
n

n" ． 

若 ),2( x 是一个主理想，不妨设 

)),((),2( xpx =  

因而 

)()(),()(2 xpxhxxpxq == ． 

由  

)()(2 xpxq= ， 

知 21,)( ±±== 或且aaxp ；从而 

)(xahx =  

知 1±=a ，这样 ),2()(1 xxp ∈=± ．从而 

][),2( xRx =  

与（2）的形式矛盾．得证． 
有了理想，就可以定义商环的概念． 

    给了一个环 R 和 R 的一个理想 A，若我们只就加法来看，R 作成一个加群， A作成 R 的

一个不变加子群．这样 A的陪集集合 

}|{/ RaaAR ∈=  

上很自然就已经定义了一个加法运算： 

baba +=+  

其中 },|{ AxRaxaa ∈∈+= ． AR / 关于加法运算构成一个加群．通常 AR / 也称为模 A的

剩余类． 
现在我们规定的 AR / 运算： 

             abba =⋅                      （2） 

首先证明该乘法运算为 AR / 上的二元运算．若 aa ∈1 ， bb ∈1 ，只要证明 

abba =11 ． 
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由于 

11 xaa += ， 21 xbb += ， Axx ∈21 ,  ， 

我们有 

321212111 ))(( xabxxaxbxabxbxaba +=+++=++= ， 

因为 Ax ∈3 即 

Aabba ∈−11 abba =⇒ 11 ． 

即（2）规定的 AR / 的乘法为二元运算．因  

)()()()( cbabcabcacabcabcba ⋅====⋅=⋅  

故 ),/( ⋅AR 是一个半群． 

我们知道， AR / 的加法也是用代表相加来规定的，故有 

cabaacabacabcbacbacba ⋅+⋅=+=+=+=+⋅=+ )()( ． 

同样， 

acabacb ⋅+⋅=+ )( ． 

即 ),,/( ⋅+AR 作成一个环． 

定义 5   设R 是一个环，A是 R 的一个理想，商群 AR / 关于乘法（2）所作成的环，叫

做 R 关于 A的商环．仍用记号 AR / 表示．商环 AR / 也叫做 R 关于 A的剩余类环． 

例 5   取整数环Z 的主理想 )(m ，则商环 )/(mZ 含有m 个元，任一元a 由所有被m 除余

a 的整数组成，故称a 为模m 的一个剩余类， )/(mZ 为模m 的剩余类环．  

例 6   A是偶数环， }|4{ Zxx ∈=α ，则α 是 A的一个理想，而且就是 )4( ，而二元环

α/A 不是域． 
证明 对任意 zyx ∈, ， 

α∈−=− )(444 yxyx ， 

而且对 Az∈ ， 
α∈=× zxxz 44 ， 

所以α 作成 A的理想．又由于 α∈4 ，且 x4|4 ，故 )4(=α ．而 α/A 是集合 }2,0{ ，其中的
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加法构成加群，单位元为 0；乘法封闭．所以 α/A 是环．但由 022 =× ，所以乘法中没有单

位元，故 α/A 不是域． 

例7 系数取值于数域 F 的所有 x 的多项式关于多项式的加法和乘法构成一个环 ][xF ，叫 

做多项式环．任取 F 上的一个 n 次多项式 )(xf 构成理想为 

]}[)(|)()({))(( xFxgxgxfxf ∈∀= ． 

商环 

))(/(][ xfxF = .})(],[)(|)({ nxrxFxrxr 的次数小于∈∀ ． 

))(/(][ xfxF 是一个域充要条件是 )(xf 是不可约多项式． 

证明 前两个问题证明比较简单留给读者自己补出．我们只给出最后充要条件的证明． 

充分性： )(xf 是不可约多项式，只需证明它的非零元 0)( ≠xg 有逆元．因为 0)( ≠xg ，

故 )(|)( xgxf / ．由 )(xf 不可约，所以 )(xg 和 )(xf 互素，这时必有多项式 )(xs 和 )(xt 使得

1)()()()( =+ xgxtxfxs ， 

从而  

1)()( =⋅ xgxt ， 

即 )(xg 有逆元 )(xt ． 

必要性：若 )(xf 是可约多项式，则存在两个次数小于n 的多项式 )(),( xhxg ，使 

)()()( xhxgxf = ， 

所以 

0)()( =⋅ xgxh ， 

从而 ))(/(][ xfxF 有零因子，矛盾．得证． 

定义 6  设 RR ′, 是两个环，如果存在 R 到 R′的一个映射 

f ： RR ′→  

使得 
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)()()( bfafbaf +=+ ， )()()( bfafabf ⋅=  

对一切 Rba ∈, 均成立，那么就说 f 是 R 到 R′上的一个同态映射．如果 f 是 R 到 R′的满射，

那么就说 f 是满同态，用符号 RR ′~ 表示．如果 R 到 R′的同态映射 f 是 R 到 R′的单射，那

么就说 f 是 R 到 R′的单一同态．如果这个 f 是环 R 到 R′的双射，那么就说 f 是 R 到 R′的一

个同构映射．存在同构映射的两个环叫做同构的，记为 RR ′≅ ． 

例 8  设 )1(],[ 2 +== xAxRT ，证明 CAT ≅/ ，其中C 为复数乘群． 

证明 任取 Txf ∈)( ，则 

baxxxqxf +++= )1)(()( 2
， 

此处 Rba ∈, ，即 

)(mod)( Abaxxf +≡ ． 

任取两个次数至多为 1 的多项式 ,, dcxbax ++ 当且仅当 dbca == , 时， 

,)()( Adcxbax ∈+−+  

即  

)(mod Adcxbax +≡+ ， 

由此可知  

},{/ RbabaxAT ∈+= ． 

令  

baibaxf ++ 6:  

显然 f 为 AT / 到C 的双射． 

   下证 f 保持环的运算 

)()())()(()( dbicadbxcafdcxbaxf +++=+++=+++  

                              )()( dcxfbaxf +++=  



 １７２

))(())(()( 2 acbdxbcadfbdxbcadacxfdcxbaxf −++=+++=+⋅+              

)()()( dcxfbaxfacbdibcad +⋅+=−++= ． 

得证，即 

CxxR ≅+ )1/(][ 2
． 

例 9   设 A是高斯整数环，即一切形如 bia + ba,( 是任意整数）的复数（叫做高斯整数）

作成的数环． 

设 ),1( i+=α  我们看 αA 由那些元素所组成．为此，首先弄清楚α 由哪些元所组成．由

于 A是有单位元的可换环，故α 由一切形如 

iyxyxiyix )()()1)(( ++−=++  

的复数所组成，此处 yx, 是任意整数．注意 yx − ， yx + 只能同时为奇，或同时为偶，而且，

对于任意高斯整数 bia + ，只要 ba, 的奇偶性相同，则方程组 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

byx
ayx

 

恒有整数解，即 α∈+ bia ，因此，α 由一切高斯整数 bia + 所组成，此处 ba, 的奇偶性相同．由

此可见，对任意 Abia ∈+ ，只要 ba, 奇偶性相同，恒有 

)(0 α≡+ bia ， 

若 baAbia ,,∈+ 的奇偶性不同，则 

)(1α≡+ bia ， 

即 }1,0{/ =αA ，从而 α/A 是仅含两个元的域，即 2ZA ≅α ． 

环与同态环之间，由下列性质． 

    定理 2   假定R 和 R 是两个环，并且 R 与 R 同态．那么 R 的零元的象是 R 的零元，R 的

元 a 的负元的象是 a 的象的负元．并且假如 R 是交换环，那么 R 也是交换环．假如 R 有单位

元1，那么 R 也有单位元1，而且1是1的象． 



 １７３

    定理 3  若是存在一个环 R 到 R 的满射，使得 R 与 R 对于一对加法以及一对乘法来说都

同态，那么 R 也是一个环． 

   同群的情形类似，留作习题． 

    定理 4    设 f 是满同态 RR ′~ ， Af ⊇ker ，A是 R 的一个理想，则存在 AR / 到 R′的

唯一的满同态 ∗f ，对 R 到 AR / 的自然同态（即 R 到 AR / 的满同态）ϕ，满足 ϕD∗= ff ．当

且仅当 Af =ker 时， ∗f 是 AR / 到 R′的同构． 

证明   由于 ϕ,f 都是群同态，故由的群的同态定理，适合要求的 ∗f （作为群同态）是唯

一存在的． 
设 Rx∈ ，则 

))(())(()( xfxfxf ϕϕ ∗∗ == D ． 

故对于 Rba ∈, ，有 

)()())(())(())()(())(()( bfafbfafbafabfabf ==== ∗∗∗∗ ϕϕϕϕϕ  

即 ∗f 保持乘法．所以 ∗f 也是环里的同态．定理得证． 

由上边的定理可以推出． 
定理 5（环的同态定理）  设 R 是一个环，则 R 的任一商环都是 R 的同态象．反之，若 R′

是 R 在 f 下的同态象，则 fRR ker/≅′ ． 

    

§4  商   域 
我们知道，整数环是有理数域的一个子环；有理数域是包含整数环的最小的一个域．现在

我们问，给了一个环 R ，是不是可以找得到一个域包含这个 R ．一个环 R 要能被一个域包含，

有一个必要条件就是 R 不能有零因子，并且 R 为交换环．我们在这一节里要证明当 R 是无零

因子交换环时，一定存在一个最小的域，使环中的任意元素在域中恰有逆元． 

定理 1  每一个没有零因子的交换环 R 都是一个域Q的子环． 

证明  当R 只包含零元的时候，定理显然是对的． 

假定 R 至少有两个元．用 "cba ,, 来表示 R 的元，我们作一个集合 
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=A { ),( ba | 0,, ≠∈ bRba }． 

实际上 A为加氏积 RR× 的子集．在 A的元间我们规定一个关系 

∽：  ),( ba ∽ ),( ba ′′ baba ′=′⇔ ． 

很明显这样定义的关系满足 

 (a)  ),( ba ∽ ),( ba ； 

 (b) ),( ba ∽ ),( ba ′′ ，则 ),( ba ′′ ∽ ),( ba ； 

 (c)  ),( ba ∽ ),( ba ′′ ， ),( ba ′′ ∽ ),( ba ′′′′ ⇒ ),( ba ∽ ),( ba ′′′′ ． 

这样,～是一个等价关系.这个等价关系把集合 A分成若干类 ),( ba ，将等价类 ),( ba 记为
b
a
，

令 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≠∈= 0,,|0 bRba
b
aQ ． 

对于 0Q 的元我们规定以下两个运算 

bd
bcad

d
c

b
a +

=+   
bd
ac

d
c

b
a

=⋅  

下证上述两个规定为 0Q 上的二元运算．因为 

   （1） 由  00,0 ≠⇒≠≠ bddb 知 

bd
bcad +

，
bd
ac

0Q∈ ． 

   （2）若
b
a

b
a

′
′

= ，
d
c

d
c

′
′

= ，那么 

baba ′=′ ， dcdc ′=′  

dbdaddba ′′=′′ ， bdbcbbdc ′′=′′ ， 

bdcbdadbbcad )()( ′′+′′=′′+ ， 

所以 
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d
c

b
a

d
c

b
a

′
′

+
′
′

=+  ． 

由 dcbadcba ′′=′′ ，所以   

d
c

b
a

d
c

b
a

′
′

⋅
′
′

=⋅ ． 

两类相加相乘的结果与类的代表无关，因此两者均为二元运算． 

   现在证明 0Q 对于对于上述加法、乘法运算构成域． 

    1 ),( 0 +Q 为加群； 

(1)    
b
a

d
c

d
c

b
a

+=+ ． 

（２） 
df

decf
b
a

f
e

d
c

b
a +

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++  

bdf
bdebcfadf ++

= ． 

  （３） 
bbd

bd
d
c

b
00

+=+ ． 

(4)   
bb

a
b
a 0

=
−

+ ． 

0Q 的不等于零的元对于乘法来说作成一个交换群，法适合交换律与结合律，显然
a
a
是单

位元；
b
a
的逆元是

a
b
．容易验算，分配律也成立． 这样， 0Q 作成一个域． 

我们把 0Q 的所有的元
q
qa

 ( q 是—个固定的元， a 任意)放在一起，作成一个集合 0R ，

那么
q
qaa → 是一个 R 与 0R 间的一一映射．由于 

q
baq

q
baq

q
qb

q
qa )()(

2

2 +
=

+
=+ ． 
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q
abq

q
qb

q
qa )(

=⋅ ． 

以上映射是同构映射 0RR ≅ ．这样由环的同态定理知，有一个包含 R 的域Q存在．证完． 

    Q 既然是包含 R 的域， R 的一个元 0≠b 在 Q 里有逆元
1−b ，因而

b
aabab == −− 11
    

（ 0,, ≠∈ bRba ）在Q里有意义．我们有 

    定理 2 Q刚好是由所有元 

b
a
 （ 0,, ≠∈ bRba ） 

所作成的,这里 abab
b
a 11 −− == ．   

证明  要证明Q的每—个元可以写成
b
a
的样子,只须证明 0Q 的每一个元可以写成 

1

/
−

⋅=
q
qb

q
qa

q
qb

q
qa

 

的样子, 我们看 0Q 的任意元
b
q
，由于 

qb
q

q
qb

=
−1

 

我们的确有 

q
qb

q
qa

b
a

bq
aq

q
qb

q
qa /2
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至于每一个
b
a
都属于Q是显然的．证完． 

因为Q的元都可以写成
b
a
的样子，故它们有以下性质 
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(*)       

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=⋅

+
=+

==

bd
ac

d
c

b
a

bd
bcad

d
c

b
a

bcad
d
c

b
a

当且仅当,

 

这样，Q与 R 的关系正同有理数域与整数环的关系一致． 

定义  一个域Q叫做环 R 的一个商域，假如Q包含 R ，并且Q刚好是由所有元 

b
a
（ 0,, ≠∈ bRba ） 

所作成的． 

    由定理 1 和 2，一个有两个以上的元的没有零因子的交换环至少有一个商域． 

    一般，一个环很可能有两个以上的商域．我们有 

    定理 3  假定 R 是一个有两个以上的元的环, F 是一个包含 R 的域．那么 F 包含 R 的一个

商域. 

证明  在 F 里 

b
aabab == −− 11
（ 0,, ≠∈ bRba ） 

有意义．F 的子集 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

b
aQ 所有 （ 0,, ≠∈ bRba ） 

Q 显然是 R 的一个商域．证完． 

    但R 的每一个商域都适合计算规则(*)，而计算规则(*)完全决定于 R 的加法和乘法;这就

是说， R 的商域的构造完全决定于 R 的构造.所以我们有 

    定理 4  同构的环的商域也同构． 

 

习题 

 
１．设环 R 有且只有一个右单位元，证明： R 有单位元． 

２．证明： iZbabiaiZ ,,|{][ ∈+= 是虚数单位}关于数的加法、乘法作成一个环． 

３．证明：任意一个不仅含有一个数的有限集关于数的加法和乘法不能做成一个环． 
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４．在 15Z 中，找出方程 012 =−x 的全部根． 

５． A是所有分母为 2 的非负整数次方幂的既约分数所成集合，问 A关于数的加法、乘

法是否作成一个环． 

６．设环 R 的加群 ),( +R 是循环群，则 R 是可换环． 

７．设环 R 是可换环， A是 R 的理想， S 是 R 的子集，令 

},|{):( AxSRxxSA ⊆∈=  

证明： ):( Sa 是 R 的一个理想． 

８．设 S 表示 A的一切不是零因子的元的集合，证明： S 是 ,(A · ) 的子半群． 

９．设 S 是域 F 的一个子环，证明：S 是子域的充要条件是对任意 Sx∈ ， 0≠x ，均有

Sx ∈−1
． 

１０．设 F 是域，问多项式环 ][xF 的主理想 )( 2x 含有哪些元． )(][ 2xxF 含有哪些元． 

１１．如果对环 R 的元 a 存在正整数 n ，使 0=na ，则称 a 为 R 的幂零元．若 

R 是含单位元， a 为 R 的幂零元，证明： a−1 是 R 的可逆元，并求其逆元． 
１２．设 R 是有单位元的含有有限个元的交换环，证明： R 的元不是可逆元 

（单位）就是零因子，由此证明含有有限个元的整环是域． 

１３．设 ba, 是环 A的两个理想，证明： ba ∩ 是 A的一个理想．设 }|{ Ba ∈αα 是 A的

理想的族，证明：∩
B

a
∈α

α 仍是 A的理想． 

１４．设 ba, 是环 A的两个理想，证明： baab ∩⊆ ．举例说明，ab 可以真包含于 ba ∩

中． 

１５．设 3)(ZA = 是Z 上 3 阶方阵环．证明： 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= Zcbac

ba
B ,,

000
00

0
 

是 A的一个子环， B 不是 A的理想？求 ?2 =B  ?3 =B ． 

１６．举一个环 A的例子， A含有子环 ,0,0 ≠≠ nBB 但 01 =+nB ． 



 １７９

１７．在高斯整数环 ][iZ 中， )2( ia += 含有哪些元？ )2(][ iiZ + 含有哪些元? 

１８．设 A是偶数环， }|4{ Zxxa ∈= ，证明：a 是 A的一个理想． aA 是怎样的环？

a 是否就是 )4(?)4( A 是不是域? 

１９．证明： )6()3( 是 )6(Z 的理想．且 

)3()6()3(
)6( ZZ ≅ ． 

２０．设
n

n xaxaaxfxRxf +++=∈ "10)(],[)( ．命 

f ： 0)( axf 6  

证明： f 是 ][xR 到 R 的满同态，求 fxRf ker][?ker = 与怎样的环同构？ 

２１．证明：高斯整数环 ][iZ 同构于 )1(][ 2 +xxZ  

２２．找出Z 到自身的一切同态映射，并找出每一同态的核 

２３．找出 2Z 到Z 的一切同态映射． 


